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摘  要 

極值分配可以廣泛的應用在不同的領域中，特別是壽險、管理、工程的可靠度及生物

上的臨床試驗。最大概似估計量是這個分配的一個很好的具有穩定性的估計量，本文提供

驗證此最大概似估計量在一些資料型態下具有唯一的性質，並附上實例加以說明。 

關鍵詞：最大概似估計量、極值分配、設限資料 

ABSTRACT 

     Extreme value distribution is widely used in many areas, especially insurance, business, 
reliability in engineering and the trials in biostatistics. MLE（Maximum Likelihood Estimate） 
offers an optimum and stable estimation for the parameters of this distribution. In this article, we 
provide verifications for the uniqueness of the MLE. Some numerical examples are given for 
illustration. 

Key words: Maximum Likelihood Estimate, Extreme-value Distribution, censored data. 
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壹、前言 

極值分配被廣泛的應用在商業的壽險

（Insurance）理論、財政（Finance）、工業
上的可靠度（Reliability）與生物統計的存
活分析等諸多領域上（可參考 Reiss & 
Thomas, 2001）。通常極值分配有三種型
態，分別為 Gumbel, Fréchet及Weibull，對
於這三種型態的分配，其詳細敘述可查

Gumbel（1958）與 Reiss and Thomas（2001）
的著作。本文討論 Gumbel模式的兩參數的
極值分配，其機率密度函數與累積機率分配 
分別為： 
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其中 σ > 0，-∞ < µ < ∞，且 µ為位
置（location）參數，σ 為形狀（shape）參
數。 

許多的作者討論對此分配兩個參數的

估計，最常用的為最大概似估計（Maximum 
Likelihood Estimation: Lawless, 1982; 
Kimball, 1946），動差估計（Moment Estimate: 
Kimball, 1956; Dekkers et al., 1989），修正的
動差估計（Modified Moment Estimate: 
Balakrishnan & Cohen, 1991），最小平方估
計（Least Square Estimate: Shimokawa & 
Liao, 1999）與最佳線性不偏估計（Best 
Linear Unbiased Estimate: Kimball, 1956; 
Blom, 1958; Weiss, 1961）….等，其中MLE
為一致（Consistent）且為漸近有效估計量，
在MLE所求之估計量的機率分配為漸近常
態（Asymptotically normal），而且MLE為
此極值分配的一個良好的估計量。然而當我

們計算MLE過程中需利用起始值及一些標
準的疊代（iterated process）程序來求解。
若起始值給的不恰當時，可能會無解或得到

不適當的解，甚至也不知道解是否一定存在

（Azzalini, 1996）。本文驗證對完全資料及
一些設限（censored）資料在極值分配下其
MLE 具有唯一性，如此一來，在使用此分
配將極為便利。本文的架構如下：第二節驗

證在不同的資料下，極值分配的MLE的解
為唯一的，第三節舉例說明我們的結果。 

貳、驗證唯一性 

一、 完全資料 

假設隨機變數 X1,⋯,Xn 為來自兩參數

的極值分配如 (1)所述，故其概似函數
（Likelihood function）為： 
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取自然對數得對數概似（log likelihood）函 
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故此最大概似估計量 µ̂和σ̂ 可由解： 
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將上式代入(3)式可得： 
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上式左邊為σ̂ 的函數，故求σ̂ 和 µ̂必 
須先解(5)式，求得σ̂ ，而 µ̂則由(4)式立即 
可得。但(5)式無法用解析（analytical）方
法求解，通常必須採用疊代程序或一些標準

的重複方法，如牛頓法（Newton’s method）
求解，在這些程序中必須給一些起始值，而 
且通常無法知道(5)式中的σ̂ 到底為無解， 
一解，兩解或多解。今將(5)式重新寫為： 
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解(6)式求 σ̂ 之值，也就是求 )ˆ(σg 與 )ˆ(σh
兩函數於平面圖形上的交點，又因為 
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且 g為σ̂ 的嚴格增函數（strictly increasing  
function），同時： 
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同時， 
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上式分母恆為正，另取： 
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當 ai，bi > 0，i = 1，⋯，n，利用柯西不等
式得： 
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故(10)式中分母大於 0，且分子小於
0，得 0)ˆ( <′ σh ，所以 )ˆ(σh 為σ̂ 的減函數， 
由此可得下面性質： 

性質 1：假設隨機變數 X1，⋯，Xn具有如

(1)的兩參數的極值分配，且對應 
的次序統計量 )()2()1( nXXX ≤≤≤ L ， 

則其最大概似估計量 µ̂ 與 σ̂ 均是
唯一的，且同時具有 XX n −)(≤σ̂ 。 

證明：今依(6)到(11)式，可做出圖 1，由圖
可清晰的了解到 σ̂ 的唯一性，因為
求解 ( 6 )式中的概似方程式中之 
σ̂ ，只需解兩個函數 )ˆ(σg 與 )ˆ(σh  
在平面圖上的交點即可，而 )ˆ(σg 與

)ˆ(σh 的圖形如圖 1： 

圖 1 只有一個交點，所以σ̂ 的解應為
唯一的。又由(4)式可得： 
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故亦為唯一的。 

註 1：針對柯西不等式中， ， 0,0 ≥≥ ii ba
ni ,,1L= ，為必要的假設條件,來自

極值分配的資料 )()2()1( nXXX ≤≤≤ L  

未必一定能滿足以上的條件，由於極

值分配的參數為位置參數（location 
p a r a m e t e r）與尺度參數（ s c a l e 
parameter），故對每一次觀察值只需
加 上 適 當 的 值 如 M ， 使 得 

niMXX ii ,,1,0)()( L=≥+=′ ，此時所形

成的新資料，對於所估計的參數值， 
只有對位置參數有影響且只差一個

M，減去 M 便可得原資料的 µ̂，對
尺度參數 σ 的估計值 σ̂ 則沒有影
響。對於(5)式的概似方程式，用疊代
法求估σ̂ 時，由性質 1的結果我們建 
議採用 XX n −)( 為其起始值。 
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二、 設限資料（Censored Data） 

(一) 簡單右設限樣本（Singly right censored 
samples） 

假設隨機變數 X1,⋯,Xn 為來自兩參數

的極值分配如(1)所示，其中只有小於 T0的 
資料可以被使用，即 0)()2()1( TXXX r ≤≤≤≤ L

)(rX )(rX n

，

對於如此的型二設限樣本（Type II censored 
sample），此處T ，此 為 個樣

本中第

0 =
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其對數概似（log likelihood）函數為： 
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故最大概似估計方程式如下： 
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將上式代入(13)式可得： 
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其中當 ri > 時，取 。 0)( TX i =

其餘的部分，再依照完全資料處理方

法可得以下性質： 

性質 2：假設隨機變數 具有如(1) nXX ,,1 L

之兩參數的極值分配且僅有最小

的 r 個資料為可以被使用的設限
資料，其參數的最大概似估計量 µ̂
與 σ̂ 均具有唯一的性質，且 
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(二) 逐步設限樣本（Progressively censored 

sample） 

在實務上，經常會碰到逐步設限樣

本，尤其在一些生物統計的臨床實驗，或一

些工業上的可靠度試驗與商業上一些實務

問題（可參考 Reiss & Thomas, 2001）。若全
部有 個事物參與實驗（統計上的實驗），  n
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constant），在取自然對數後，我們有： 

N

∑∑
==







 −

−
−

+−=
r

i

i
r

i

i XXrL
11

explog
σ

µ
σ

µ
σ

 

CTC i
k

j
j +






 −

− ∑
= σ

µ
0

exp  

其中 為常數。其分別對C µ̂與σ̂ 微分
的最大概似估計方程式為： 
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上式 k = 0時與二、設限資料中的(一)
簡單右設限樣本有相同的結果，對於以上兩

式，可以依照二、設限資料中的(一)簡單右
設限樣本與一、完全資料所建構的方法，立

即可得到和性質 1與性質 2相同的結果，在
此不再贅述。 

註 2：以上在完全資料、簡單右設限樣本及
逐步設限樣本，我們驗證出 MLE 的
唯一性。但其他的設限資料樣本如雙

邊設限樣本及多重設限樣本，本文的

方法尚未提及。雖然 Balakrishnan和
Varadan（1991）提供近似的MLE明
顯的解，僅為近似解，故亦非證明，

這方面的證明目前仍然是欠缺的。 

參、實例 

例一：本例為驗證性質 1中的基本性質，如
XX n −≤ )(σ̂ ,這些資料來自 Lawless 

（1982）第 189頁，原始資料為在實
驗室中對兩組電器絕緣體的使用電

壓強度做測試，每組包含 20 個樣
本，其損壞時的電壓為（in kilovolts 
per millimeter）： 

第一類絕緣體：32.0，35.4，36.2，39.8，41.2，
43.3，45.5，46.0，46.2，46.4，
46.5，46.8，47.3，47.3，47.6，
49.2，50.4，50.9，52.4，56.3。 

第二類絕緣體：39.4，45.3，49.2，49.4，51.3，
52.0，53.2，53.2，54.9，55.5，
57.1，57.2，57.5，59.2，61.0，
62.4，63.8，64.3，67.3，67.7。 

由工程上的經驗，此兩類絕緣體的資

料呈兩參數的韋伯分配，今將每一資料取自

然對數如下： 

第一類絕緣體：3.47，3.57，3.59，3.69，3.72，
3.77，3.82，3.83，3.83，3.84，
3.84，3.85，3.86，3.86，3.86，
3.90，3.92，3.93，3.96，4.03。 

第二類絕緣體：3.67，3.81，3.90，3.90，3.94，
3.95，3.97，3.97，4.01，4.02，
4.04，4.05，4.05，4.08，4.11，
4.13，4.16，4.16，4.21，4.22。 

由於韋伯資料的自然對數為一極值分

配，故此資料為如(1)所述的兩參數的極值
分配，今視為完全資料，在第一類絕緣體電

壓的最大概似估計 86.3ˆ =µ ， 11.0ˆ =σ ，故滿

足性質 1中： 

2245.08055.303.4ˆ )20( =−=−≤ XXσ  

在第二類絕緣體電壓的最大概似估計

6079.4ˆ =µ ， 109.0ˆ =σ ，同樣也滿足性質 1， 

20.002.422.4ˆ )20( =−=−≤ XXσ  

對於這個樣本的估計分配是否符合極

值 分 配 ， 我 們 需 先 做 適 合 度 檢

（goodness-of-fit test），其步驟如下： 

假設 )()2()1( nXXX ≤≤≤ L

n
)(TFE

為次序隨機樣本

資料，來自樣本大小為 的未知的母體分配

。令 為完全特定的累積分配函

數，我們的目的是要檢定： 
)(XF

)()(:0 XFXFH E= ， 對 所 有 的 X ， 

對立 

)()(:1 XFXFH E≠  
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考慮 Cramer-Von Mises統計量（參考

Kendall & Stuart, 1968; Stephens, 1974） 

∑
=

+



 −

−=
n

i
iEn nn

ixFW
1

2

)(
2

12
15.0)(

 

以上第一類絕緣體的W ，

第 二 類 絕 緣 體 的 W 均 小 於 
0982.02 =n

2964.0=

05.0=

2
n

α 2461.02 =cW （當顯著水準 時，W 的 n

臨界值 W ）（參考 Kececioglu, 
1993）。所以例一中的兩類絕緣體的資料均
符合極值分配。 

461.02 =c

例二：以下右邊設限樣本來自（Lawless, 
1975, p.258）中， 且40=n 28=r ，

這些觀察值來自兩參數的極值分配

為： 

-2.982， -2.849， -2.546， -2.350，
-1.983， -1.492， -1.443， -1.394，
-1.386，  -1.269，-1.195，-1.174，
-0.845， -0.620， -0.576， -0.548，
-0.247， -0.195， -0.056， -0.013，
0.006，0.033，0.037，0.046，0.084，
0.221，0.245，0.296。 

由 資 料 可 得 ， 296.0)28()( == XX r

8653.0
28
1 28

1
)()( −== ∑

=i
ir XX

1563.0ˆ =

，這些觀察值的最

大概似估計 µ ， 9104.0ˆ =σ ，故滿

足性質： 

1613.1)8653.0(296.0ˆ )28()28( =−−=−≤ XXσ ， 

且 Cramer-Von Mises 統計量W ，

故資料亦符合極值分配。 
0465.02 =n

例三：參考 Balakrishnan和 Cohen（1991）
提供了來自極值分配之左邊設限樣 
本，全部樣本 ，只觀察到最 20=n

大的 10個資料如下： 

-3.57，-2.55，-2.02，-1.66，-1.36，
-1.15，-0.95，-0.77，-0.61，-0.45。 

由以上資料其最大值 ， 45.0)20( −=X

509.1
10
1 10

1
)( −== ∑

=i
iXX ，又其最大概似估計為 

112.0ˆ −=µ ， 907.0ˆ =σ ，故亦滿足性質： 
059.1)509.1(45.0ˆ )20( =−−−=−≤ XXσ

.02 =n

， 又

Cramer-Von Mises 統計量W ， 0052
故資料符合極值分配。 

註 3：雖然在例三中的設限型態並未證明， 
然而由本例中亦滿足 XX −≤ )20(σ̂ 的 

性質來看，這組未證明的設限資料亦

應有性質 1 與性質 2 相似的結果。 
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